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Представлены математическая постановка и результаты решения задачи оптими-

зационного кинематического синтеза плоского рычажного механизма, воспроизво-

дящего заданную траекторию точки движения выходного звена, с помощью метода 

деформируемого многогранника. Дана качественная оценка эффективности исполь-

зования данного метода при проведении многопараметрического оптимизационного 

кинематического синтеза механизмов с учетом и без учета возможности наложения 
дополнительных ограничений. 
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Введение. В современном машиностроении четырехзвенные рычажные 

механизмы нашли широкое применение благодаря своему уникальному со-

четанию конструктивных и функциональных преимуществ. Данные меха-

низмы при рациональном выборе их геометрических параметров, несмотря 

на минимальное количество звеньев, позволяют реализовать сложные траек-

тории движения рабочих органов машин [1]. Однако в связи с возросшими 

требованиями к эффективности, точности и надежности рычажных меха-

низмов традиционные методы проектирования, основанные на опыте и ин-

туиции, уже с трудом позволяют достичь необходимых кинематических па-

раметров. Поэтому оптимизационный кинематический синтез рычажных 

механизмов становится ключевым фактором, обеспечивающим конкуренто-

способность разрабатываемой техники. 

В учебной практике в основном уделяется внимание геометрическим ме-

тодам синтеза рычажных механизмов, которые отличаются наглядностью, 

относительной простотой, но уступают в точности решения поставленной 

задачи [2]. В последнее время в связи с широким внедрением математиче-

ских пакетов и языков программирования произошел заметный скачок в 

применении численных алгоритмов оптимизации для кинематического син-

теза рычажных механизмов [3–7]. В результате геометрические методы син-

тезы постепенно уходят на второй план, уступая место более точным и эф-

фективным машинным алгоритмам. 
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На сегодня не существует универсального численного алгоритма, спо-

собного эффективно решать весь спектр оптимизационных задач [8]. Приме-

нение популярных градиентных алгоритмов к задачам оптимизационного 

кинематического синтеза рычажных механизмов требует больших затрат 

вычислительных ресурсов и не всегда является эффективным. В то же время 

потенциал безградиентных алгоритмов для решения данного класса задач 

освещен в научной литературе недостаточно полно, что с учетом их высокой 

адаптации для программной реализации [9] требует проведения дополни-

тельных исследований. 

Цель исследования. Оценить возможность применения алгоритма мно-

гопараметрической безградиентной оптимизации на основе метода дефор-

мируемого многогранника для решения задачи оптимизационного кинема-

тического синтеза плоского рычажного механизма. Дать качественную 

оценку использования данного метода при его реализации в математическом 

пакете PTC.MathCAD. 

Методы исследований. Аналитическое описание кинематики рассмат-

риваемого плоского рычажного механизма основано на векторном методе 

преобразования координат в неизменном базисе. При проведении оптимиза-

ционного кинематического синтеза механизма использовались численные 

методы оптимизации и математического программирования. 

Постановка и решение задачи кинематического анализа. Среди четырех-

звенных рычажных механизмов особое место занимает так называемый лямбда-

механизм (лямбдообразный механизм, или механизм Чебышева), кинематиче-

ская схема которого приведена на рисунке 1. При определенном сочетании длин 

звеньев лямбда-механизм преобразует вращательное движение ведущего звена 

в приближенное прямолинейное движение одной из своих точек на некотором 
ограниченном участке траектории ее 

движения [10]. Несмотря на то, что на 

сегодня наблюдается тенденция к 

постепенному вытеснению лямбда-

механизмов более точными механи-

ческими системами, данные механиз-

мы всё еще активно используются в 

машиностроении [11, 12], а оценка 

эффективности работы многих опти-

мизационных алгоритмов проверяется 

именно на данном механизме [13, 14]. 

Пусть для рассматриваемого 

лямбда-механизма (см. рисунок 1), 

имеющего произвольные геометриче-

ские параметры, требуется обеспе-

чить максимально прямолинейный 

 

Рисунок 1 – Кинематическая схема 

лямбда-механизма: 
1 – кривошип; 2 – шатун; 3 – коромысло 
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участок траектории шатунной кривой точки M. Данная траектория должна 

быть расположена на некотором заданном расстоянии по вертикали YM и про-

ходить через три точки, каждая из которых соответствует определенному углу ϕ 

поворота ведущего звена. Примем, что две крайние точки для ϕ = 90° и –90° 

расположены на расстоянии ±XM по горизонтали относительно начала приня-

той системы координат, а ордината средней точки для ϕ = 0 совпадает с нача-

лом системы координат (см. рисунок 1). 

В качестве оптимизируемых параметров будут выступать длины звеньев 
рычажного механизма, а также координата точки O по оси X, которые пред-

ставим в виде следующего вектора оптимизируемых параметров: 

 T T
0 1 2 3 4( ) ( )X OA BC AB BMp p p p p p O L L L L= ≡ . (1) 

Прежде чем приступать к решению задачи кинематического синтеза, необ-

ходимо описать кинематику движения всех характерных точек механизма с 

учетом вектора оптимизируемых параметров (1) и угла ϕ поворота ведущего 

звена относительно принятой системы координат (обобщенной координаты). 
В основу аналитического описания кинематики лямбда-механизма положен 
векторный метод преобразования координат в неизменном базисе, представ-

ленный в работах [15–17]. Используя приведенные в них аналитические зави-

симости, опишем кинематику рассматриваемого рычажного механизма: 

 
T

(0 0 0)С = ; 
T

0( ) ( 0 0)O p p= ; (2) 

 1( , ) TurnXY( , , )XOA p e pϕ = ϕ  (3) 

(выражение (3) дает вектор звена OA путем поворота единичного вектора 

оси X на угол ϕ против хода часовой стрелки (перед углом стоит знак «+») с 

изменением его длины на оптимизируемую длину p1 ≡ LOA); 

 ( , ) ( ) ( , )A p O p OA pϕ = + ϕ ; ( , ) ( , )CA p A p Cϕ = ϕ − ; (4) 

 2 3( , ) cos(| ( , ) |, , )BCA p T CA p p pα ϕ = ϕ  (5) 

(формула (5) описывает вычисление угла αBCA с помощью теоремы косинусов 

по заданным оптимизируемым длинам звеньев p2 ≡ LB C и p3 ≡ LAB, а также мо-

дулю вектора CA, определяющему расстояние между точками C и A); 

 2( , ) TurnXY( ( , ), ( , ), )BCACB p CA p p pϕ = ϕ α ϕ ; (6) 

 ( , ) ( , )B p C CB pϕ = + ϕ ; ( , ) ( , ) ( , )AB p B p A pϕ = ϕ − ϕ ; (7) 

 4( , ) TurnXY( ( , ), 0, )BM p AB p pϕ = ϕ ; (8) 

(выражение (8) позволяет получить вектор звена BM, являющийся коллине-

арным к исходному поворачиваемому вектору звена AB, поворот исходного 

вектора осуществлен на нулевой угол); 

 ( , ) ( , ) ( , )M p B p BM pϕ = ϕ + ϕ . (9) 
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Приведенные выражения (2)–(9) представляют собой функции, завися-

щие не только от обобщенной координаты – угла ϕ поворота ведущего зве-

на, но и от вектора (1) оптимизируемых параметров. 

Постановка и решение задачи оптимизационного синтеза. В боль-

шинстве случаев аналитическое решение задачи оптимизационного кинема-

тического синтеза рычажного механизма позволяет приближенно реализо-

вать требуемую траекторию движения интересующей точки механизма. По-

сле разработки и внедрения в современные математические пакеты и языки 

программирования высокоэффективных алгоритмов оптимизации стало воз-

можным существенно повысить точность решения рассматриваемой задачи. 

Задача любого оптимизационного синтеза заключается в минимизации 

некоторой целевой функции. Как правило, при ее формировании использу-

ется метод, связанный с анализом невязок некоторого расчетного параметра 

по сравнению с его оптимальным (допускаемым) значением [5, 6]. Для рас-

сматриваемого механизма в качестве такой невязки принято отклонение рас-

четной траектории шатунной кривой радиус-вектора точки M от ее заданной 

оптимальной траектории M*, а сама сформированная целевая функция может 

быть представлена в следующем виде: 

 
2

*

1

( ) ( , ) min
n

i i

i

f p M p M

=

= ϕ − → , (10) 

где n – число заданных точек на прямолинейном участке траектории. 

Для проведения оптимизационного кинематического синтеза рассматри-

ваемого лямбда-механизма путем минимизации сформированной целевой 

функции (10) применен метод деформируемого многогранника, известный 

также как метод Нелдера – Мида [18]. Указанный метод работает с симплек-

сом – геометрической фигурой, каждая вершина которой соответствует не-

которому вектору набора оптимизируемых параметров. 

Для программной реализации оптимизационного алгоритма деформиру-

емого многогранника использовались известные блок-схемы [8, 18, 19], 

примеры адаптации алгоритма в различных математических пакетах и язы-

ках программирования [19–22], а также работы [23–25]. В результате была 

осуществлена программная реализация полностью работоспособного опти-

мизационного алгоритма для математического пакета PTC.MathCAD [26]. 

Особенностью данного алгоритма стали использование легко читаемого 

программного кода за счет применения осмысленных буквенных обозначе-

ний для вершин симплекса (вместо i-х индексов); автоматизированное фор-

мирование вершин исходного регулярного симплекса, интегрированное в 

тело алгоритма; ряд второстепенных программных улучшений, направлен-

ных на повышение эффективности работы алгоритма. Также стоит отметить, 

что из-за обнаруженного разночтения в опубликованных блок-схемах алго-

ритма в качестве исходной была принята оригинальная схема [18]. 
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Работоспособность оптимизационного алгоритма проводилась в среде мате-

матического пакета PTC.MathCAD на известных тестовых функциях [27]. Уста-

новлено, что метод деформируемого многогранника дает достаточно высокую 

точность решения, а также скорость сходимости за счет отсутствия операций с 

производными. Следовательно, данный метод обладает потенциалом для ис-

пользования при большом числе оптимизируемых параметров и применении 

более сложных критериев оптимизации, что особенно важно при проведении 

кинематического синтеза многозвенных рычажных механизмов. 

Результаты и обсуждение. Из аналитической геометрии известно, что 

если одна из вершин регулярного симплекса соответствует точке исходного 

вектора оптимизируемых параметров, то координаты оставшихся вершин 

такого симплекса удобно задавать с помощью матрицы размера N×(N+1), где 

N – число вершин симплекса [8, 9]. Для принятого вектора оптимизируемых 

параметров (1), состоящего из пяти элементов, она имеет вид 

 

1 2 2 2 2

2 1 2 2 2

2 2 1 2 2

2 2 2 1 2

2 2 2 2 1

0

0

0

0

0

in

d d d d d

d d d d d

X pd d d d d

d d d d d

d d d d d

 
 
 
 = +
 
 
 
 

; 

1

2

·( 1 1);
· 2

·( 1 1),
· 2

a
d N N

N

a
d N

N

= + + −

= + −

 (11) 

где a – расстояние между двумя вершинами симплекса; pin – исходный век-

тор оптимизируемых параметров, используемый в качестве начального при-

ближения в оптимизационном алгоритме. 

После того как сформирована матрица вершин исходного регулярного 

симплекса, можно применить предложенный математический алгоритм оп-
тимизации методом деформируемого многогранника [26], для которого 

входными параметрами будут выступать матрица вершин регулярного сим-

плекса (11) и целевая функция (10), а выходным параметром – вектор 

найденных оптимизированных параметров: 

( ( ), ).nmp NM f p X=  

На рисунке 2 приведена визуализация в математическом пакете 

PTC.MathCAD кинематической схемы рассматриваемого рычажного меха-

низма до и после проведения оптимизационного кинематического синтеза 

методом деформируемого многогранника, а в таблице 1 приведены числовые 

значения для вектора исходных и оптимизированных параметров. 

Как видно из полученных результатов расчета (см. рисунок 2, б), прямо-

линейный участок траектории шатунной кривой точки M полностью удовле-

творяет всем предъявленным требованиям (проходит через все заданные 

точки). При этом значения трех оптимизируемых параметров (длин звеньев 

LB C, LAB , LBM) получены практически равными друг другу, что соответствует 

известным аналитическим выражениям [1, 10]. 
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Рисунок 2 – Визуализация в математическом пакете PTC.MathCAD кинематической 

схемы механизма до (а) и после (б) проведения оптимизационного синтеза 

Таблица 1 – Результаты оптимизационного синтеза 
В миллиметрах 

Вектор 
Оптимизируемые параметры 

OX LOA LBC LAB  LBM  f 

inp  
90,0 36,0 72,0 81,0 90,0 – 

nmp  58,6 30,6 72,7 72,7 72,8 0,002 

mcdp  60,3 31,5 73,7 74,1 72,5 0,446 

Примечание – Задан прямолинейный участок траектории YM = 115 мм и XM = ±60 мм. 

Стоит отметить, что на сегодня все современные оптимизационные алго-

ритмы должны иметь возможность решать задачи с учетом функциональных 

ограничений. Решение таких задач имеет большое практическое значение 
для машиностроения, так как такие ограничения могут накладываться в про-

цессе кинематического синтеза на все оптимизируемые параметры, напри-

мер, на длины звеньев. Как показали результаты исследования, оптимизаци-

онный алгоритм деформируемого многогранника возможно адаптировать к 
решению задач условной оптимизации с ограничениями в виде равенств и 

(или) неравенств без существенного снижения точности и скорости решения, 

используя метод штрафных или барьерных функций [8]. 

Для решения задачи оптимизационного кинематического синтеза все 

наложенные ограничения должны быть приведены к виду 

( ) 0ih p = ; ( ) 0.ig p <  

Тогда, воспользовавшись методом штрафных функций, суммарные 

функции штрафов можно представить в виде [8, 20] 

 
2

( ) ( ) ;h i

i

h p C h pΣ =   
2

( ) max(0, ( )) ,g i

i

g p C g pΣ =   (12) 

где Ch и Cg – коэффициенты штрафов для равенств и неравенств. 

а) б)
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Затем сформированную общую функцию штрафов (12) необходимо доба-

вить к целевой функции (10) и заново решить оптимизационную задачу ме-

тодом деформируемого многогранника: 

*
( ( ) ( ) ( ), ).nmp NM f p h p g p XΣ Σ= + +  

Проверка адекватности. Для проверки достоверности найденного гло-

бального минимума целевой функции применялись два наиболее распро-

страненных подхода. Первый заключался в сравнении с результатами расче-

та, полученными с помощью других уже проверенных оптимизационных 

алгоритмов, а второй – в анализе результатов, полученных для разных 

начальных значений исходного вектора оптимизируемых параметров. 

Проверка оптимизационного алгоритма с помощью первого подхода про-

водилась при помощи встроенного в математический пакет PTC.MathCAD 

функции численной минимизации [20, 22] 

minimize( ( ), ),mcdp f p p=  

результаты расчета по которой приведены в таблице 1. 

Проверка с помощью второго подхода проводилась путем изменения 

значений для вектора оптимизируемых параметров в пределах ±30 % от их 

исходных величин с последующим отслеживаем поиска оптимального ре-

шения алгоритмом. Все полученные результаты проверки подтвердили до-

статочно устойчивую сходимость оптимизационного алгоритма к одному и 

тому же глобальному минимуму целевой функции. 

Выводы. В работе представлен алгоритм и результаты оптимизационно-

го кинематического синтеза рычажного механизма методом деформируемо-

го многогранника. Данный метод показал высокую скорость поиска опти-
мального решения, эффективность применения при большом числе оптими-

зируемых параметров, а также возможность постановки задачи с учетом или 

без учета дополнительных ограничений. В то же время при анализе сильно 

овражных функций метод деформируемого многогранника чувствителен к 

начальным условиям, что необходимо учитывать в случае применения дан-

ного оптимизационного алгоритма к конкретной поставленной задаче. 
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EVALUATION OF THE POSSIBILITY OF APPLYING 

THE DEFORMABLE POLYHEDRON METHOD 

TO THE PROBLEM OF KINEMATIC SYNTHESIS OPTIMIZATION 

FOR A FLAT LEVER MECHANISM  

The paper presents a mathematical formulation and solution results for the problem of 

optimization kinematic synthesis of a flat lever mechanism, reproducing a given trajectory 

of the output link's motion point, using the deformable polyhedron method. A qualitative 

assessment of the method effectiveness in performing multiparameter optimization kine-

matic synthesis of mechanisms, with and without the possibility of imposing additional 

constraints, is provided. 
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